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L7 - 拓展篇第 1 讲 - 绝对值 

例 1：已知𝑥 < −3，化简|3 + |2 − |1 + 𝑥|||。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：如图，化简|𝑎 + 𝑏| + |𝑏 − 𝑎| + |𝑏| − |𝑎 − |𝑎||。 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3：求
𝑎

|𝑎|
+

𝑏

|𝑏|
+

𝑎𝑏

|𝑎𝑏|
的所有可能取值。 
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例 4：设𝑎、𝑏、𝑐均为整数，且|𝑎 − 𝑏|19 + |𝑐 − 𝑎|99 = 1，求|𝑐 − 𝑎| + |𝑎 − 𝑏| + |𝑏 − 𝑐|的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5：解方程|2𝑥 − 3| = 2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6：解方程|𝑥 − 1| = 2𝑥。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7：解方程|2𝑥 − 3| = |7 − 3𝑥|。 
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例 8：化简|𝑥 − 2| + |𝑥 − 3|，并求出𝑥变化时，原式的最小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 9：求|𝑥 − 2| + |𝑥 − 3| + |𝑥 − 4|的最小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 10：设𝑎 < 𝑏 < 𝑐 < 𝑑，求|𝑥 − 𝑎| + |𝑥 − 𝑏| + |𝑥 − 𝑐| + |𝑥 − 𝑑|的最小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 11：已知𝑎、𝑏是两个给定的正数，若𝑥在某一特定范围𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏内任意变动时，都有|1 −

2𝑥| + |1 − 3𝑥| + |1 − 5𝑥|的值恒为常数，求这个常数的值。 

 

 

@胡
小
群
讲
数
学

3



 

 

L7 - 拓展篇第 2 讲 - 有理数运算 

例 1：计算：2023 × 20242024 − 2024 × 20232023。 

 

 

 

 

 

 

例 2 ：计算： (
1

2
+

1

3
+⋯+

1

2023
)(1 +

1

2
+

1

3
+⋯+

1

2022
) − (1 +

1

2
+

1

3
+⋯+

1

2023
)(
1

2
+

1

3
+⋯+

1

2022
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3：在 1、2、⋯、2022 前面任意添上正号或负号，非负和的最小值是多少？ 

 

 

 

 

 

 

 

例 4：计算： 

（1）
1

18
+

1

54
+

1

108
+

1

180
+

1

270
+

1

378
+

1

504
+

1

648
+

1

810
+

1

990
； 

（2）
1

1×2×3
+

1

2×3×4
+

1

3×4×5
+⋯+

1

98×99×100
。 
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例 5：（1）计算以下三个繁分数： 

 ① 1 −
1

1−
3

5

；② 1 −
1

1−
1

1−
3
5

；③ 1 −
1

1−
1

1−
1

1−
3
5

； 

（2）将（1）中的繁分数改为共有 2023 个减号，答案是多少？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6：为了求1 + 2 + 22 + 23 +⋯+ 22023的值，可令𝑆 = 1 + 2 + 22 + 23 +⋯+ 22023，则

2𝑆 = 2 + 22 + 23 +⋯+ 22023 + 22024 ，两式相减，可 得 2𝑆 − 𝑆 = 22024 − 1，也即 𝑆 =

22024 − 1。仿照这个做法，求1 +
1

3
+ (

1

3
)2 + (

1

3
)3 +⋯+ (

1

3
)2023的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7：设𝑎 =
11×66+12×67+13×68+14×69+15×70

11×65+12×66+13×67+14×68+15×69
× 100，求𝑎的整数部分。 
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L7 - 拓展篇第 3 讲 - 一元一次方程 

例 1：足球大多是由许多小黑白块的皮缝合而成的。如图，若已知黑块共 12块，白块有多少

块？ 

 
 

 

 

 

 

 

 

例 2：已知关于𝑥的方程9𝑥 − 3 = 𝑘𝑥 + 14有整数解，求整数𝑘的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3：解关于𝑥的方程：𝑎𝑥 = 𝑏。 
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例 4：解关于𝑥的方程：𝑎𝑥 + 𝑏 = −𝑥 − 2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5：已知关于𝑥的方程𝑎(2𝑥 + 3) + 3𝑏𝑥 = 12𝑥 + 5有无穷多个解，求𝑎, 𝑏的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6：解关于𝑥的方程：(𝑎 + 𝑥 − 𝑏)(𝑎 − 𝑏 − 𝑥) = (𝑎2 − 𝑥)(𝑏2 + 𝑥) − 𝑎2𝑏2。 
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例 7：已知𝑎为正整数，且关于𝑥的方程
5

2
𝑥 − 𝑎 =

8

5
𝑥 + 142的解也为正整数，求𝑎的最小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 8：已知𝑎 − 𝑏 = 7，且𝑎𝑥 + 2 ≠ 0，若不论𝑥取何值，代数式
𝑏𝑥−5

𝑎𝑥+2
的值恒为常数，求𝑎, 𝑏的

值。 
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L7 - 拓展篇第 4讲 - 绝对值方程 

例 1：解方程：|3𝑥 − |1 − 2𝑥|| = 2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：解方程|𝑥 + 1| + |𝑥 + 9| = 8。 
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例 3：解关于𝑥的方程|𝑥 − 1| + |𝑥 − 2| = 𝑎。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4：已知关于𝑥的方程|𝑥| = 𝑎𝑥 + 1有一个负根，并且没有正根，求𝑎的取值范围。 
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例 5：已知关于𝑥的方程||𝑥 − 𝑎| − 𝑏| = 3有三个不相等的解，求𝑏的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6：设𝑡 =
𝑎+𝑏

|𝑎+𝑏|
+

𝑏−𝑎

|𝑏−𝑎|
+

𝑎

|𝑎|
+

𝑏

|𝑏|
，若关于𝑥的方程||𝑥 − 2| − 𝑏| = 𝑎有四个不相等的解，求𝑡

的值。 
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例 7：若关于𝑥的方程|𝑥 − 100| + |𝑥 − 𝑡| = 𝑎有50个不相等的整数解，求𝑡的取值范围。 
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L7 - 拓展篇第 5 讲 - 线与角 

例 1：如图，已知点𝑀,𝑁, 𝑃, 𝑄分别为线段𝐴𝐵, 𝐴𝐶,𝑁𝐴,𝑀𝐴的中点，求𝑀𝑁:𝑃𝑄的值。 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

例 2：如图，射线𝑂𝐶, 𝑂𝐷, 𝑂𝐸, 𝑂𝐹分别平分∠𝐴𝑂𝐵, ∠𝐶𝑂𝐵, ∠𝐴𝑂𝐶, ∠𝐸𝑂𝐶，若∠𝐹𝑂𝐷 = 24∘，求

∠𝐴𝑂𝐵的度数。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

例 3：𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷四点在数轴上对应的点分别是5,9, −6,−8。 

（1）若线段𝐶𝐷以每秒3个单位的速度向右匀速运动，从线段𝐶𝐷与线段𝐴𝐵有重叠部分开始，

经过几秒之后，这两条线段不再有重叠部分？ 

（2）若线段𝐴𝐵, 𝐶𝐷同时开始移动，线段𝐴𝐵以每秒 2个单位的速度向左匀速运动，线段在𝐶𝐷

以每秒 3个单位的速度向右匀速运动，点𝑃, 𝑄分别是线段𝐶𝐷, 𝐴𝐵的中点，运动几秒时，点𝑃与

点𝑄的距离是一个单位？ 
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例 4：𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷四点在数轴上对应的点分别是𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑，且𝑎, 𝑏是方程|𝑥 + 7| = 1的两个解，其

中𝑎 < 𝑏，(𝑐 − 12)2与|𝑑 − 16|互为相反数，若线段𝐴𝐵以 3 个单位/秒的速度向右匀速运动，

线段 CD 以 1 个单位/秒的速度向左匀速运动，已知运动𝑡秒后，𝐴, 𝐵两点都在线段𝐶𝐷上且不

与线段𝐶𝐷端点重合，且有𝐵𝐷 = 2𝐴𝐶，求𝑡的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5：如图，∠𝐴𝑂𝐵 = 140∘，𝑀,𝑁分别是𝑂𝐴,𝑂𝐵上的点，线段𝑂𝑀,𝑂𝑁同时开始旋转，𝑂𝑀以

30 度/秒的速度绕点𝑂逆时针旋转，𝑂𝑁以 10 度/秒的速度绕点𝑂顺时针旋转，当𝑂𝑀旋转到与

𝑂𝐵重合时，两条线段都停止旋转。 

 
（1）旋转 2秒和 4秒时，∠𝑀𝑂𝑁的度数分别是多少？ 

（2）若𝑂𝐶是∠𝐴𝑂𝐵的平分线，旋转几秒时，∠𝑁𝑂𝐵和∠𝐶𝑂𝑀中的一个角是另一个角的两倍？ 
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例 6：如图，点𝑂为直线𝐴𝐵上一点，∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐶 = 90∘，射线𝑂𝑀从𝑂𝐶出发绕点𝑂以每分

钟 18°的速度顺时针旋转一周，同时射线𝑂𝑁从𝑂𝐴出发绕点𝑂逆时针方向以每分钟12∘的速度

旋转，当𝑂𝑀停止旋转时，𝑂𝑁也随之停止。 (本题所有角均指小于180∘的角) 

 
（1）旋转 2分钟时，求∠𝑀𝑂𝑁； 

（2）当∠𝐴𝑂𝑁 = 2∠𝐵𝑂𝑀 − 30∘时，旋转了几分钟？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7：在一条直线上作𝑛个不同的点，这些点为端点的线段共有多少条？ 
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例 8：同一平面内有𝑛条不同的直线，它们两两相交，最少有几个交点？最多有几个交点？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 9：同一平面内𝑛条不同的直线最多把平面分成几个部分？ 
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L7 - 拓展篇第 6 讲 - 平行线 

例 1：平面上有 5 条直线，其中任意两条都不平行，求证：在这五条直线两两相交所成的角

中，至少有一个角不超过36∘。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：在同一平面内，请作出 10条直线，使得这 10条直线共有 31个交点，且没有任何三条

直线交于一点。 
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例 3：平面上𝑛条直线中，每条恰与另外的 37条相交，求𝑛的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4：如图，已知𝐴𝐵//𝐶𝐷，𝐶𝐸, 𝐵𝐸交于点𝐸，作∠𝐴𝐵𝐸和∠𝐷𝐶𝐸的平分线，交于点𝐸1；再作

∠𝐴𝐵𝐸1和∠𝐷𝐶𝐸1的平分线，交于点𝐸2；再作∠𝐴𝐵𝐸2和∠𝐷𝐶𝐸2的平分线，交于点𝐸3；……持续

这个操作，直到作∠𝐴𝐵𝐸𝑛−1和∠𝐷𝐶𝐸𝑛−1的平分线，交于点𝐸𝑛。已知∠𝐸𝑛 = 𝛼∘，求∠𝐵𝐸𝐶的度

数。 
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例 5：已知𝐴𝐵//𝐶𝐷，点𝑀,𝑁分别在直线𝐴𝐵, 𝐶𝐷上，𝐸为平面内一点。 

（1）如图 1，设∠𝐵𝑀𝐸 = 𝑚∘，𝐸𝐹,𝑁𝑃分别是∠𝑀𝐸𝑁, ∠𝐸𝑁𝐷的平分线，𝐸𝑄//𝑁𝑃，求∠𝐹𝐸𝑄的

度数（用含𝑚的式子表示）； 

（2）如图 2，𝐺为𝐶𝐷上一点，∠𝐵𝑀𝑁 = 𝑛 ⋅ ∠𝐸𝑀𝑁，∠𝐺𝐸𝐾 = 𝑛 ⋅ ∠𝐺𝐸𝑀，直线𝐸𝐻//𝑀𝑁交𝐴𝐵

于点𝐻，求证：𝑛∠𝐺𝐸𝐻 = ∠𝐺𝐸𝐾 − ∠𝐵𝑀𝑁。 
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例 6：光线经过镜面反射时，入射光线、反射光线与镜面所夹的角对应相等。比如图 1 和图

2中，都有∠1 = ∠2，∠3 = ∠4。 

（1）图 1 中，𝐴𝐵与𝐵𝐶是两面镜子，𝐸𝐹与𝐺𝐻分别是入射光线和反射光线，求证：当且仅当

𝐴𝐵 ⊥ 𝐵𝐶时，有𝐸𝐹//𝐺𝐻； 

（2）图 2 中，𝐴𝐵与𝐵𝐶是两面镜子，∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼，90∘ < 𝛼 < 180∘，𝐸𝐹与𝐺𝐻分别是入射光线

和反射光线，它们的夹角∠𝐹𝑀𝐻 = 𝛽，求𝛼和𝛽的数量关系； 

（3）图 3 中，𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷是三面镜子，𝛼 = 120∘，若入射光线𝐸𝐹与镜面𝐴𝐵的夹角∠1 = 𝑚∘

（0∘ < 𝑚 < 90∘），且入射光线经过𝑛次反射后的反射光线与𝐸𝐹平行，分别求𝑛 = 2和𝑛 = 3时

𝛾的大小（可用含𝑚的式子表示）。 
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L7 - 拓展篇第 7 讲 - 实数 

例 1：若|2022 − 𝑥| + √𝑥 − 2023 = 𝑥，求𝑥 − 20222。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：已知𝑛是正整数，求证√𝑛是有理数当且仅当𝑛是完全平方数。 
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例 3：已知𝑎1, 𝑎2, 𝑏1, 𝑏2是有理数，𝑡是无理数，若𝑎1 + 𝑏1𝑡 = 𝑎2 + 𝑏2𝑡，求证：𝑎1 = 𝑎2且𝑏1 =

𝑏2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4：设𝑎, 𝑏是两个不相等的有理数，试判断
𝑎+√3

𝑏+√3
是否是有理数，并说明理由。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5：设√14的小数部分为𝑏，求𝑏4 + 12𝑏3 + 37𝑏2 + 6𝑏 − 20的值。 
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例 6：将1,2,⋯ ,100这 100 个正整数任意分成 50 组，每组两个数，现将每组的两个数中任一

个数记为𝑎，另一个数记为𝑏，代入代数式
1

2
(|𝑎 − 𝑏| + 𝑎 + 𝑏)中进行计算，求出其结果。将 50

组都代入后可求得 50个值，求这 50个值的和的最大值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7：已知𝑎, 𝑏是两个任意有理数，且𝑎 < 𝑏，求证：𝑎与𝑏之间存在着无穷多个有理数。 
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L7 - 拓展篇第 8 讲 - 方程组（一） 

例 1：解方程组：{
𝑥 + 𝑦 = 6
𝑦 + 𝑧 = 10
𝑧 + 𝑥 = 12

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：解方程组：{
2𝑥 − 𝑦 = −4
3𝑦 − 2𝑧 = 6
𝑧 + 𝑥 = −3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3：解方程组{
2𝑥 + 3𝑦 − 4𝑧 = −7
𝑥−4𝑦

3
=

2𝑦+3𝑧

2
= 2
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例 4：解方程组{

𝑥(𝑦 + 𝑧 − 𝑥) = 39 − 2𝑥2

𝑦(𝑧 + 𝑥 − 𝑦) = 52 − 2𝑦2

𝑧(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) = 78 − 2𝑧2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5：解方程组{
|𝑥| + 𝑦 = 12
𝑥 + |𝑦| = 6
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例 6：解方程组{
|𝑥 − 𝑦| = 𝑥 + 𝑦 − 2
|𝑥 + 𝑦| = 𝑥 + 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7：解方程组{

1

𝑥
+

1

𝑦+𝑧
=

1

2

1

𝑦
+

1

𝑧+𝑥
=

1

3

1

𝑧
+

1

𝑥+𝑦
=

1

4
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L7 - 拓展篇第 9 讲 - 方程组（二） 

例 1：有 4 个正整数，其中任意三个数的平均数与第四个数的和，分别等于 29、23、21、17，

求这 4个数中的最大数。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：已知关于𝑥的方程2𝑎(3𝑥 + 2) − 1 = (2𝑏 + 1)𝑥有无穷多解，求𝑎与𝑏的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3：对𝑘,𝑚的哪些值，关于𝑥, 𝑦的方程组{
𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑚
𝑦 = (2𝑘 − 1)𝑥 + 4

至少有一组解？ 
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例 4：讨论关于𝑥, 𝑦的二元一次方程组{
𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 = 𝑐1
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 = 𝑐2

的解的组数，其中𝑎2𝑏2𝑐2 ≠ 0。 
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例 5：已知关于𝑥, 𝑦的方程组{
3𝑥 +𝑚𝑦 = 5
𝑥 + 𝑛𝑦 = 4

无解，且𝑚, 𝑛是绝对值小于 10 的整数，求𝑚, 𝑛的

值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6：已知关于𝑥, 𝑦的二元一次方程(𝑎 − 1)𝑥 + (𝑎 + 2)𝑦 + 5 − 2𝑎 = 0，当𝑎每取一个值时，

就有一个方程，而这些方程有一个公共解，试求出这个公共解。 
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L7 - 拓展篇第 10 讲 - 不等式 

例 1：比较𝑎与3𝑎 + 3的大小。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2：解关于𝑥的不等式𝑎𝑥 > 𝑏。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3：已知𝑎, 𝑏都是整数，如果关于𝑥的不等式组{
9𝑥 − 𝑎 ≥ 0
8𝑥 − 𝑏 < 0

的整数解仅为1,2,3，求满足条件

的有序数对(𝑎, 𝑏)共有多少对。 
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例 4：已知关于𝑥的不等式(2𝑎 − 𝑏)𝑥 + 3𝑎 − 4𝑏 < 0的解为𝑥 >
4

9
，求关于𝑥的不等式(𝑎 −

4𝑏)𝑥 + 2𝑎 − 3𝑏 > 0的解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5：已知𝑥, 𝑦, 𝑧为非负数，且3𝑦 + 2𝑧 = 3 + 𝑥，3𝑦 + 𝑧 = 4 − 3𝑥，求𝑤 = 3𝑥 − 3𝑦 + 4𝑧的最

大值。 
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例 6：解不等式 

（1）|3𝑥 − 2| < −
1

2
； 

（2）|3𝑥 − 2| > −3； 

（3）||𝑥 + 3| − |𝑥 − 3|| > 3。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7：已知关于𝑥的不等式|𝑥 − 1| − |𝑥 − 2| < 𝑎， 

（1）若不等式的解集是全体实数，求𝑎的取值范围； 

（2）若不等式有解，求𝑎的取值范围。 
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